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EGY NEGYEDRENDU REKURZIV SOROZATCSALADROL

Peths Attila (Debrecen, Hungary)

Emlékiil Kiss Péternek, a rekurziv sorozatok fdradhatatlan kutatdjinak.

Abstract. Let a,b€Z and §€{1,—1} such that a?—4(b—28)#0, b6#2 and if =1, then
b#2a—2. We define the fourth order recursive sequence G, =G (a,b,6), n>0 by the initial terms
Go=0, G1=1, Ga=a, Gz=a’—b—4 and by the recursion

Gniya=aGp43—bGni2+6aGni1—Grn, n>0.

Similarly, the sequence anzan(a,b,é), n>0 is defined by the same recursive relation but with
initial terms 50:4, alza, 52:a2—2b, 53:a3—3ab+3a6. It is shown that G, behaves in some
sense similarly as the Fibonacci sequence and G as the Lucas sequence. More precisely we prove
that G,, is a divisibility sequence and @l divides @n whenever n is odd and divides m. We prove
further that these sequences are closely related to the second order sequences defined by the initial

terms go=0, g1=1, as well as 30:2, Z]\l:a and by the recursion
gn+2=agn+1—(b—28)gn, n>0.
We show for example that if p is a prime then

Gp(a,b,8)=gp(a,b,8) (mod p) and Gp(a,b,8)=g,(a.b,8) (mod p).

1. Bevezetés

Legyenek a,b € Z és § € {1,—1} olyanok, hogy a® — 4(b — 25) # 0, b6 # 2, és
ha § = 1, akkor b # 2a — 2. Legyen tovabba a G,, = G,(a,b,0), n > 0 sorozat a
Go=0,G, =1, Gy =a, G3 =a® —b— § kezdsértékkel és a

(1) Gpia = aGpis —bGpyo +6aGri1 — Gp, n>0

rekurzioval definialva.

Hasonloképpen legyen a Gn = @n(a,b, ), n > 0 sorozat a Go = 4, Gy = a,
Gy = a® — 2b, G5 = a® — 3ab + 3ad kezddtagokkal és ugyancsak az (1) rekurzidval
definiélva.

A dolgozat az OTKA T42985 és T38225 palyazatok tamogatasaval késziilt.
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Dolgozatunkban megmutatjuk, hogy a {G,, }22, sorozat bizonyos szempontbol

hasonloképpen viselkedik, mint a Fibonacci, mig a G,, mint a Lucas-sorozat.
Pontosabban igaz az

1. Teétel. A {G,,}5°, oszthatosagi sorozat, azaz ha d|n, akkor G4|G,.

2. Tétel. Ha n paratlan és d|n, akkor Gq|G,,.

Az 1. Tételt a b = 1,3, § = 1 specialis esetekben a [2] dolgozatban bi-
zonyitottuk.

A fenti negyedfoku sorozatok szoros kapcsolatban allnak a gy = 0, g1 = 1,
illetve a go = 2, g1 = a kezd6értékekkel és a

(2) Gn+2 = agnt+1 — (b—28)gn, n>0

rekurzioval definialt masodrendii rekurziv sorozatokkal. A pontos Osszefiiggéseket
a 4. Tételben fogalmazzuk meg.

Végezetiil megmutatjuk, hogy a {G,,} és {g,}, illetve a {G,} és {g } sorozatok
p primszam szerinti redukéltjai is Osszefliggnek.

3. Tétel. Legyen p primszam. Akkor

(3) Gp(a,b,9) = gp(a,b,6) (mod p) és
(4) Gy(a,b,6) = Gy(a,b,6) (mod p).

Az 5. tételben megfogalmazott kongurencidk primszamok tesztelésére is alkal-
masak, erre a kérdésre azonban most nem tériink ki.

2. Kapcsolat a {G,,} és {g,} sorozatok karakterisztikus
polinomjai k6zott

A {G,} és persze a {G,} karakterisztikus polinomja

Pg(z) = ' — ax® + ba® — dax + 1.

Koénnyen belathato, hogy

2
%Pg(x):<x+é) —a<x+§>+b—26,
x x x

azaz az I%PG (z) racionélis tortfiggvényben az y = :z:—|—% helyettesitést végrehajtva
a
Pyy) =y* —ay+b—26
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polinomot kapjuk, amelyik a {g,} és {g,} sorozatok karakterisztikus polinomja.
Az a® — 4(b — 26) # 0 feltétel miatt P,(y)-nak két kiilonbozs gydke van, melyeket
g és ¢’-vel fogunk jelolni. A b # 2 feltétel miatt b — 2 # 0, igy e’ # 0.

A kezdseértékek megvalasztasa miatt

En _ E/n

(5) gn = P és Z]\n:gn—f—g/n

teljesiil minden n > 0-ra.

Ha n a Pg(z) gyoke, akkor n # 0 és % is gyoke Pg(z)-nek. A b # 2a — 2, ha
0 =1 feltétel miatt n # %. A Pg(z) és Py(y) polinomok kozotti Gsszefiiggés miatt
n+ % gyoke Py (y)-nak. Feltehetd, hogy 1+ % =¢e. Mivel ¢ # &, igy Pg(x)-nek van
olyan ¥-val jelolt gyoke, amelyre 19—|—% = ¢’. Eredményeinket az alabbi allitdsokban
foglaljuk Gssze.

1. Lemma. Legyenek a,b, € Z és§ € {1, —1} olyanok, hogy a® —4(b—24) # 0,
bd #£ 2, ésb+#2a—2, had =1. Ekkor

(i) P,(x)-nek két nullatol kiilénboz6 gydke van: € és ¢’

(ii)) Pg(x)-nek négy kiilbnbdézé gydke van: 1, %, 9 és 5.
(iii) Teljesiil, hogy

Az 1. Lemmaban megfogalmazott tulajdonsagokat, valamint a {Gy} és a {Gy,}
sorozatok kezd@értékeit felhasznalva konyen belathato, hogy

e (g) -G

(6) Gn
n+%—ﬁ—%

és
teljesiil minden n > 0-ra.

3. A tételek bizonyitasa

Az 1. tétel bizonyitasa. Vegyiik észre el6szor az

SORSOREEE)
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relaciot, amelyik minden n > O-ra teljesiil. Ebb6l és (6)-bol kovetkezik, hogy

(8) Gn =

Az n és 9 a Pg(x) gyokei, igy egységek valamely algebrai szamtestben. Ebbgl
kovetkezik, hogy n% is egység.

A definiciébol nyilvanvalo, hogy G,, € Z minden n > 0O-ra. Legyen d € N
olyan, hogy d | n. Akkor G,,/G4 € Q.

Masrészt (8)-bol kovetkezik, hogy

G )

Gd_nd_ﬂd'l_( )d'

EE

Elemi algebrai azonossag szerint

nn_ﬁn

m = nn—d + nn—2d19d S ndﬁn—2d + ﬁn—d'

A jobb oldali 6sszeadandok mindegyike algebrai egész, igy az Osszegik is az.
Ugyanigy lathatd be, hogy a méasodik faktor is algebrai egész, igy G, /G4 olyan
algebrai egész szam, amelyik Q-ban van. Ez pedig csak akkor lehetséges, ha
Gn/Gd eZ.

2. tétel bizonyitasa. Ez hasonl6 az 1. Tétel bizonyitasdhoz. Azt kell csak
észrevenniink, hogy

o (e (@) e (3))

valamint ha n paratlan és d | n, akkor

6 n
n 4 gn 14+ (—)
TP e )
" +

algebrai egészek.

1. Megjegyzés. Az oszthatd rekurziv sorozatokat Bézivin, Pethd és van der

Poorten [1] karakterizaltdk. Az ltalunk definidlt {G,} és {G,} sorozatoknak az az
érdekessége, hogy bar (8), illetve (9) szerint felbomlanak két masodrendi lineéris
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rekurziv sorozat szorzatara, a faktorok azonban altalaban nem racionélis egészek.
Ez torténik példaul, ha b = —1 vagy —3 és 6 = —1.

Az Fo =0, Fy = 1, Fyuo = Foq1 + F,, kezdsértékekkel, illetve rekurzidval
definialt Fibonacci-sorozat jelenti az iskolapéldat oszthaté rekurziv sorozatokra.
Erre konytd olyan bizonyitast adni (I1d. pl. [3]), amelyik csak az egész szamok
aritmetikdjat hasznélja. Hasonlé bizonyitast a {G,} és a {G,} sorozatokra nem
sikeriilt talalnunk.

. B . . o . < _ a"=p"
2. Megjegyzés. A Fibonacci-sorozatokra, s6t az altalanosabb R, = “-= 3

2

sorozatokra, ahol « és (8 az ax® —rix — 19, 1,70 € Z polinom gydkei, az 1. tételnél
er6sebb (Ry, Rq) = R(,,q) relacio is teljesiil.

Ez altalaban nem igaz az altalunk definialt {G,} sorozatokra. Tekintsiik
példaul az

n ol tr]2[s3]4a]ls |6 [ 7 |8 |9 |10 |
Go O[] 1] 1| 5] 7]2]3 | 8 | 161 35 72 |

sorozatot, amelyik a
Gn+4 = Gn+3 + 3Gn+2 - C:n-i-l - Gn

rekurzionak tesz eleget. Ekkor példaul (Gs,Gs5) =5 # Gy és (G4,Gs) = 7 # Ga.
Konnyen lehet persze tovabbi példakat is talalni, ezért érdekes kérdés a {G,,} és
{én} sorozatokra a tagok legnagyobb kozds osztojanak jellemzése.

A 3. tétel bizonyitasa. A (8), (9) valamint az 1. lemma (iii) relaciokat
hasznéaljuk a bizonyitasban. Legyen p primszam. Ha p = 2, akkor (3) és (4) a
sorozatok kezdGértékei megvalasztasa miatt teljesiil. A tovabbiakban tehat felte-
het6, hogy p paratlan. Ekkor

e — g’ (77"'%)]0_(19""%)17

e—¢ e—¢
prl
00 (e () o - (3)7)
e—¢g
e
i—o \! n+ % - - %
p—1
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Mivel (’Z’) minden 1 < ¢ < p — i-re oszthatd p-vel, igy az el6z6 azonossagbol
9p = Gp  (mod p),

azaz (3) kovetkezik.
A (4) kongruencia hasonloképpen ellenérizhetd.

3. Megjegyzés. A (3) és (4) kongruencidk nem primkritériumok, azaz vannak
olyan Osszetett szamok, amelyekre (3), illetve (4) teljesiil. A Fibonacci-sorozat és a
2. megjegyzésben megadott sorozat példaul az (a,b,d) = (1, —3, —1) paraméterek-
kel van definidlva. A 0 < n < 10000 intervallumban az n = 15,25, 45,121, 125, 375,
525,625, 1125, 1605, 2205, 2375, 3125, 4375, 5425, 8925,9375 Osszetett szamokra is
teljesiil (3).

4. Tovabbi osszefiiggések a {G,,}
és {gn}, illetve a {G,} és {g.} sorozatok kbzo5tt

Az elébbickben lathattuk, hogy a {Gy} és {gn}, illetve {G,} és {gn} sorozatok
kozott szoros kapesolat van. A 3. részben példaul belattuk, hogy paratlan p egészre
gp kifejezhets Gp, G2, . .., G egész egyiitthatds linearis kombinaciojaként. Most
az ellenkez6 irdanyt kapcsolatot vizsgaljuk, azaz G-t (@p —t) szeretnénk kifejezni a
{gn} ({Gn}) sorozat elemei linearis kombinaci6jaként. A kiovetkezd allitas biztosan
ismert, de nem sikeriilt referenciat talalnunk.

2. Lemma. Definidljuk a {)\Z(-j )} i>0 sorozatot a kévetkezSképpen:
i>2

A =2 A =g AP =1, AP =0 6
ATETD = AP AR = (PR A@’”?) APEFD _ACR p <<k s
)\(2k+3) —0, /\](ﬂcl-w) _ )\](62_&14-2)7 /\52k+3) _ )\1('2k+2) _ )\l(2k+1)’ 1<i<k

Ha 0 <n=2k+e, ahol e € {0, 1}, akkor

k
XY™ =3 A(X 4 Y)Hre (XY
=0

Bizonyitas. Egyszeri teljes indukcio, felhasznélva az
Xyt — (X" Y") (X 4Y) - XY(Xm 4yl

azonossagot.
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3. Lemma. Barmely n >0 és 0 < i < [2]-re )\Z(.")(—l)[il_i > 0.

Bizonyitas. A 2. lemmaban leirtak miatt

/\(”)

=1 e AV = {2(—1)[”/2]7 ha n péros,

0, ha n pératlan.

Igy az allitas igaz minden n-re és i = 0, [5]-re. Tegyiik fel, hogy igaz minden
m < n-re, és legyen 0 < i < [§].

Ha n péros, mondjuk n =2k + 2, és 0 < ¢ < k + 1, akkor
/\Ezk+2)(_1)k+1_i _ /\£2k+1)( 1)k+1 i )\(% (— )k+1 i
(

1
2k+1)( 1)[2k+1] (i— 1)+2+/\(2k)( 1)k—i+2'

:A 1

A jobb oldalon allo kifejezésben az indukciés hipotézis szerint mindkét 6sszeadando
nem negativ, igy az Osszegiik is az.

Ha pedig n paratlan, példaul n = 2k + 3, és 0 < ¢ < k+ 1, akkor

A§2k+3)(_1)k+1—i _ A§2k+2)(_1)k+1—i _ A§2k+1)(_1)k+1—i

_ A§2k+2)(_1)[2k2+2]—i i )\Z(.%Jrl)(_l)[%]—wz’

és az el6bbi esethez hasonloan kovetkeztethetiink arra, hogy a kifejezés nem negativ.

4. Tétel. Legyenek a, b, 6 a Bevezetésben megfogalmazott feltételeknek eleget
tevl egész szamok és 0 < n = 2k + e, ahol e € {0,1}. Akkor

k
S A™ goiie(a,b,6),  ha de=1,
Gn(a,b,6) = 3°

k
S IA g2ire(a,b,8), ha &= -1,
i=0

és
k
~ > /\En) 92i+e(a,b,0), ha § =1,
Gn (a, b, 5) = i;O
> |)\1(-n) | 92ite(a,b,8), ha §=—1.
i=0

Bizonyitas. Csak az els6 allitast bizonyitjuk, mert a mésodik bizonyitasa
teljesen hasonld. Az a, b és § argumentumokat elhagyjuk a tovabbiakban. A (6)
azonossagot és a 2. lemma allitasat felhasznalva
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G y
€E—¢
k 2i+e k—i k 2i+e k—i
1 n d ] n 5 5
“ (5 (ed) 00 S (0ed) T (5))
i=0 n N i=0
k
_ 1 Z)\(n)ak—i (62i+e 6/21'-‘,-@)
T e—¢ = i
k .
=> A6 g,
i=0

Végiil felhasznalva a 3. lemmat, kapjuk az allitast.
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