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Fiiggetlen metszérendszerek I1.

ROKA SANDOR

Abstract. (Independent intersection systems) Definition 1 gives the meaning of
independent intersection systems, which is similar of the meaning of separating systems
(theorem 5), which is discussed by others (see for e.g. [2-8]).

If the number of the elements of the intersection systems on the n-element set is
m, then ¢; log, n<m<can?. There bounds can not be sharpened. Theorems 3 and 4 are

related to uniform systems.

1. Definici6é. Ay, A, ..., A, az n-elemti H halmaz részhalmazai fiig-
getlen metszérendszert alkotnak, ha

(1) Vo € H elsall A; metszeteként;

(2) Az Ay, As, ..., Ay, rendszerbdl barmely A;-t elhagyva (1) nem tel-
jestl.

1. Tétel. Ay, Ay, ..., Ay pontosan akkor fiiggetlen metszérendszer, ha
Ay, A, ..., A, Is fliggetlen metszérendszer.

Bizonyitas. Legyen H = {z1,22,...,2m}, X; = {x;}, i =1,2,...,n.
Tegyiik fel, hogy Ai, Ao, ..., A,, fiiggetlen metszérendszer. Megmutatjuk,
hogy példaul X elallithato az A;, A, ..., A,, halmazokbol néhanynak a
metszeteként.

X1:H\{X2UX3UXH}:X2UX3UUXn:

T T (ﬂ Ai>ﬂ<ﬂ Ai)m...m@:

i€l iels i€l

_ <U E—)ﬂ (U E)ﬂ---ﬂ (U E) =U(A;, NA,N---NA;)

i€ls i€l3 iel,

Mivel X egyetlen elembdl 4ll6 halmazt jelentett, igy az unié tagjainak
valamelyike egyenl§ X;-gyel.

Lathato, hogy az Ay, As,..., A, és az Ay, A,y,... A, rendszerek egy-
szerre rendelkeznek az (1) tulajdonsaggal, és ebbdl adodoan a (2) tulajdon-
saggal is. m
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Ko6vetkezmény. Az Aq, A, ..., A, fliggetlen metszérendszeren nem
oldhat6 meg az

(3) A=A TC€{1,2,....m} |I|#1

iel
egyenlet.

Bizonyitas. A definiciobol kovetkezik, hogy A; = ‘UI A;, tovabba I C
i€

{1,2,...,m} és az |I| # 1 egyenlet nem oldhato meg, s igy az el6bbi tétel
miatt nem oldhato meg a (3) egyenlet sem. m

2. Tétel. Az Ay, Ao, ..., A, azn-elemii H halmazon fiiggetlen metszo-
rendszer, akkor ci logyn < m < con?, és ezek a korlatok nagysagrendjiikben
pontosak.

Bizonyitas. Legyen X, = UI A, | Xkl = 1, kK = 1,2,...,n. Az
(ASE A
L, Io,..., I, C{1,2,...,m} rendszer Sperner-rendszer, igy a Sperner-lem-
ma (1] miatt n < ([Z]), azaz m > ¢ logy n. Megmutatjuk, hogy az als6
2
korlat pontos, vagyis, ha ([2}) < n, akkor van egy legfeljebb m halmazbol
2

allo A1, As, ..., A, fliggetlen metszérendszer az n elemt H halmazon.
Tekintsiik azt az A m x ([2])—es 0-1 matrixot, amelynek oszlopai az
2

{1,2,...,m} halmaz egy-egy [2]-elemi részét reprezentaljak. Az A matrix
soraival megadott m db halmazbdl néhényat valasztva az ([g]) elemd hal-
maz barmely elemét kimetszhetjiik.

A fels6 korlat igazolésa. Legyen = € H, s tekintsiik azon A;-ket, me-
lyek sziikségesek az (1) és (2) szerinti el6allitashoz. A;-kbdl hagyjuk el az
x elemet. Az igy kapott halmazokat jelolje A.. Ezen A)-k szama s. Most
barmely s—1 db A} metszete # ), mig az dsszes A, metszete = (). Igy minden
Al-hez hozzérendelhetiink egy olyan elemet a H \ {z} halmazbol, mely a

tobbi A;-nek nem eleme. Ezért s < n— 1. Igy leszamolva az A1, Ay, ..., A,
halmazokat, azt kapjuk, hogy m < n(n —1).

Megadunk olyan fiiggetlen metszérendszert a H = {x1,zo, ..., 2z, } hal-
mazon, mely con? halmazbol &ll. Legyen r = [2], R = {1, 22,...,2,},

A = R\ {a;},i=1,2,...,m A ={z;}UA;, i =r+1Lr+2,...,n
j=1,2,...,r

Az A, ; halmazok fiiggetlen metszérendszert alkotnak, s a halmazok
szama t6bb, mint %nQ —1. =

Vizsgaljuk most azon fiiggetlen metszérendszereket, melyek uniform
rendszerek.
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Legyen Ay, As,..., A,, az n-elemi H halmazon fiiggetlen metszérend-
szer, és |A;| = k,i=1,2,...,m. Jelolje m értékének legkisebb értékét fi(n),
legnagyobb értékét Fy(n).

Az 1. Tétel miatt fr(n) = fo_r(n) és Fr(n) = F,_k(n). Ezért fr(n)
értekét elegends 1 < k < 5 esetekben meghatarozni.

3. Tétel.
() fulm) <22 1<k <2

(b) Ha k < v2n, k| 2n és k paros, akkor fi(n) = 22.

(c) fx (@) =k+1, azaz han = w, akkor fr(n) = 27"

Bizonyitas. Legyen Ay, Ay, ..., A, a H = {x1,29,...,2,} halmazon
fﬁggetlen metszorendszer, |A;| =k, i =1,2,...,m, és B; = {k: x; € Ay},
1=1,2,. nEkkor|B|<2

Mivel mk = Z|A|— Z |B;| < 2n, igy m < 2.

=

Belatjuk, ha k‘ § V2n, k | 2n és k paros, akkor fi(n) < 22. Innen (a)
felhasznalasaval adodik a (b) allitas.

Készitsiink egy grafot. Legyen a G graf csucsainak szdma m = 27”,
és szamozzuk meg a graf csicsait az 1,2,...,m szamokkal. A graf minden
csucséra k él illeszkedjen. Ekkor a grafnak n éle van. llyen graf az Erdds—
Gallai-tétel 9] szerint készithets. Alljon most az n elemii H halmaz a graf
éleibdl, az Ay, Asg, ..., A, halmazokat pedig a kovetkez6 modon kapjuk: A;
a graf azon éleibdl all, amelyek illeszkednek a graf i-edik csticsara.

Legyen most n = (’”1) A H halmaz az abran lathato pontokbol
all, az Ay, As, ..., Ar+1 halmazokat pedig a haromszog atlojan levé pon-
tok hatarozzak meg, egy-egy ilyen ponttal koz6s halmazba tartoznak a vele
egy sorban és a vele egy oszlopban levé pontok, valamint egy tovabbi hal-
maz van még, mely az atlon levé pontokbol all. Ezen konstrukcié miatt
fr(n) <k-+1, am (a) miatt fi(n) > k+ 1, ezzel igazoltuk (c)-t is. m
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4. Tétel. k(n — k) < Fi(n) <kn,1 <k <

SIS

Bizonyitas. Legyen
H={x1,29,...,2n}, R={x1,29,... 2}, Ai = R\ {x;}, i=1,2,... k;

Ai,j:{xi}UAj, i=k+1,k+2,....n, j=1,2,...,k.

Az A; ; halmazok fliggetlen metszérendszert alkotnak, a halmazok szama
k(n —k), és |A, ;| = k igy valoban Fj(n) > k(n — k).

A felsé korlat igazolasa. Legyen A1, Ao, ..., A,, az n-elemd H halmazon
fiiggetlen metszérendszer, |A;| =k, i =1,2,...,m. Legyen x € H, s tekint-
siik azon A;-ket, melyek sziikségesek az (1) és (2) szerinti elgallitasahoz.
A;-kb6l hagyjuk el az = elemet. Az igy kapott halmazokat jelolje A.. Ezen
Al-k szama s. Most barmely s — 1 db Al metszete # 0, mig az Osszes A,
metszete = (). Igy minden A’-hez megadhaté olyan elem, mely neki nem
eleme, de a tobbi A’-nek igen. Rogzitett A’ mellet sorra véve a tobbi Aj-t,
A’-nek s—1 kiilénbz6 eleme jelolhetd gy ki, azaz s—1 < !A;! = k—1. Tehat
H egy tetszblegesen kivalasztott x eleméhez legfeljebb k& db Al rendelhetd,
igym<nk.n

Mar eddig is tobb fiiggetlen metszérendszerre lattunk példat, most még
tovabbi két rendszert konstrudlunk.

1. konstrukcioé. Tekintsiik egy N pontua teljes grafot, s minden élére
helyezziink tjabb pontot. A H halmaz ezen ,régi” és,,0j” pontokbol all, tehat
|H| = N + (gf ) A metszérendszer a ,fél-élekbdl” all, tehat olyan kételemii
halmazokbol, melyek egyik eleme egy ,régi” és egy ,,aj” pont, és kozos az
az él a teljes grafban, melyre ez a két pont illeszkedik. A metszérendszer
elemeinek m szama itt nagysagaban 2 |H|-hoz kozelit.

2. konstrukci6. Vegyiink egy N elemii X halmazt, ennek elemeit
nevezzik ,régi” pontoknak, az ,,4j” pontok az N elemid halmaz [%]—elemﬁ
részei. Igy elkészitettitk a H halmazt, mely ezen ,régi” és ,Gj” pontokbol

all, tehat |H| = N + ([’,’_?]) A metsz6rendszer egy-egy halmaza egy ,,4j”

2
pontbdl és a hozza tartozd [%] Lrégi” pontbol [%] — 1 valasztva — ezt az

Osszes lehetséges modon megtessziitk — all. Itt m = [%] ([ﬁ ]), vagyis m
2

nagysagaban |H|log|H|-hoz kozelit.

A dolgozatban megadott fiiggetlen metszérendszerek mindegyike Sper-
ner-rendszer volt. Ez azonban nem sziikségszert, mint az alabbi példa mu-
tatja.
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A kovetkez6 konstrukcié mutatja, hogy egy fliggetlen metszérendszer
nem feltétleniil Sperner-rendszer. (A tablazat sorai jelolik ki egy 6-elemti
halmaz részhalmazait.)

Az pedig nyilvanval6, hogy egy Sperner-rendszer tobbnyire nem lesz
fiiggetlen metszérendszer, még akkor sem, ha telitett (egy Sperner-rendszert
akkor neveziink telitettnek, ha a rendszer nem bdévithet§ tovabbi halmaz-
zal ugy, hogy a Sperner-tulajdonsiaga megmaradjon). Erre mutat példat a
mésodik dbra.

Varhatnank, hogy ha S és S* is Sperner-rendszer, akkor S fliggetlen
metszérendszer. (A = {Ay, As, ..., Ay}, A; C H,ahol H = {x1,z9,...,2,}.
Ekkor A* = {B;,Bs,...,B,}, ahol B; = {k: z; € Ay}. Lathato, hogy
(4%)* = A)

[ ] [ ]
[ [
[ ] [ ]
[ [
[ ] [ ] [ ]
2. Definici6. A, Ao, ..., A, az n-elemii H halmaz részhalmazai fiig-

getlen t-metszérendszer alkotnak, ha

(1) H barmely t-elemii része elall néhany A; metszeteként;

(2) Az Ay, A, ..., A, rendszerbsl barmely A;-t elhagyva (1) nem
teljestil.
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A fiiggetlen metszérendszer fogalma kapcsolodik egy régen ismert fo-
galomhoz, a koélcsondsen szeparalé rendszerekéhez. Legyen H egy n elemi
halmaz, Ay, As,...,A,, ennek részhalmazai. Ez utébbi rendszer szepardl6
rendszer, ha H barmely x,y elemeihez van olyan A;, hogy vagy x € A;
ésy ¢ A;, vagy © € A; és y ¢ A;. Ezt a fogalmat Rényi [2] vezette be,
és Katona [3| megmutatta, hogy m > [log, n]. Dickson a szeparalé rendszer
definiciojat modositotta. Az Ay, Ao, ..., A,, rendszert kélcsénGsen szeparalod
rendszernek nevezi, ha H barmely z,y elemeihez van olyan A; és A;, hogy
x € A ésy ¢ A, tovabba x ¢ A; és y € Aj. Dickson [4], majd Spencer
[6] megmutatja, hogy erre a rendszerre is m > log, n. Katona fogalmazta
meg a teljes szeparalé rendszer fogalmat. Az A1, Ao, ..., A, rendszert akkor
tekintjiik ilyennek, ha H barmely x,y elemeihez van olyan A; és A;, hogy
reA; ésyec A, és A;NA; =0. Erre a rendszerre az el6bbiekhez hasonlo
becslést ad Yao [7] és tle fiiggetleniil Cai Mao-cheng [8].

Lathato, hogy egy teljesen fiiggetlen rendszer egyuttal kélcsonosen sze-
paralo, és egy kolcsonosen szeparald pedig szeparélo.

5. Tétel. A fiiggetlen metszérendszer (1) feltétele azonos a kélesénos
szeparalé rendszer definicibjaval.

Bizonyitas. Ha egy halmazrendszerre teljesiil az (1) feltétel, akkor az
kolcsonosen szeparalo. Ugyanis vegylk H két x,y elemét. Ekkor x is y is
elsall néhany A; metszeteként. Ezért van olyan A; melynek x eleme, de y
nem, és van olyan A; melynek y eleme, de  nem. Ha egy halmazrendszer
kolesonosen szeparald, akkor kielégiti az (1) feltételt, hiszen mar az a kikoteés,
hogy H barmely x,y eleméhez van olyan A;, hogy « € A; és y € Aj,
garantalja azt, hogy x elGallithatdé néhany A; metszeteként. m

Ezt a tételt figyelembe véve nevezziik az n-elemd H halmaz A, Ao, .. .,
A,, részhalmazait t-szeparalonak, ha kielégiti az (17) feltételt.

Lathato, hogy egy t-szeparald rendszer egyuttal ¢'-szeparald is, ahol
t>t >1.

Az is konnyen ellendrizhets, ha a H halmaznak Ay, Ao, ..., A,, 1-sze-
parald rendszere, akkor az iLEJI A;, i C{1,2,...,m}, |I| =t halmazokbol allo
rendszer t-szeparalo.

Ha az n elemt H halmazon Ay, Ao, ..., A,, t-szeparalo rendszert alkot,
akkor (["%1]) > (7). Ez ugyantgy bizonyithat6, mint ahogy a hasonlé allitast
igazoltuk a 2. Tétel esetén.

Halaval tartozom Katona Gyuldnak a téle kapott segitségért és biz-
tatasaért, melyet ezaton szeretnék megkdszonni.
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Az eredmények egy része a [10] dolgozatban megtalalhato, itt a teljesség

kedvéért ismételtem meg az ott leirtakat. Az 1j eredmények: a 2. Tétel
bizonyitasaban az utolsé konstrukcid, a 3—4. Tétel, valamint a fiiggetlen
metszérendszer és a Sperner-rendszerek kozti kapcsolat vizsgalata.
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