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Két kombinatorikai identitas altaldnositasa

FEHER ZOLTAN

Abstract. (A generalization of two combinatorial identities) In this paper we for-
mulate and prove two combinatorial identities for Gauss’ binomial coefficients which are

generalized forms of known combinatorial identities.

Legyen n természetes szam és ¢ = 0,1,...,n — 1, akkor érvényesek az

0 > ()= ()

S ()

egyenldsegek (lasd [2], 6. old., lasd [3]).

Ez a cikk az (1) és (2) identitasok altalanositasat tartalmazza a Gauss-
féle binomiélis egyiitthatok felhasznalasaval.

Gauss-féle binomialis egytitthatonak (lasd. [1], 35. old.) nevezziik az

[n] @ =D@ =1 (g -
k (—=1(¢>=1)---(¢*-1)

kifejezést, ahol n és k a 0 < k < n feltételt kielégits egész szamok. A ¢

olyan Valés SZém, melyre qa —-1 # 0 (Oé = 1,27 v ,k‘) TOVébba |:g:| =1

és [Z] = 0, ha nem teljesiil a 0 < k < n egyenl6tlenség. A Gauss-féle

binomidlis egyiitthatokra teljesiil, hogy ha ¢ — 1, akkor [2] — (Z)

A kovetkezs két tétel altalanositja az (1) és (2)-t, mert ha ¢ — 1,
akkor a tételben szerepld allitasok megegyeznek a Newton-féle binomiélis
egyiitthatora fent megadott két kombinatorikai identitassal.
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1. Tétel. Legyen n természetes szam. Akkor minden 1 < i < n
természetes szamra érvényes

(3) i: [Z] [’:] =D =i=1)/2 _ [ } H L+ )

k=i

Bizonyitas. A definici segitségével konnyen belathatd, hogy

nl|k| |n||n—1
E{li| |il|l|k—1]|"
Ebbél adodik, hogy

—~[n] [k] d-iykoi-nye _ ~=[n][n—i = =i=1)/2 _
Z[k][z]q =2 || |-

k=i k=i
} - [ ] Jj-1/2
=0 ]

-[:

A+az)(z4+qr)-(1+¢" ) = [8] + [ﬂ T4t [H gD/ 2gn

=3

<.

Mivel

(lasd [1], 36. old.), akkor z = 1 valasztassal kapjuk a (3) egyenlGséget.
A 2. tétel bizonyitasdhoz felhasznaljuk a kovetkezs segédtételt.

Lemma. Legyen k nemnegativ egész szam és x valés szam. Legyen

Pu(z) = {gn,c—l)(g;—q)...(x_qkq)’ ZZZi(l)’

Akkor

- k
(4) Pr(z) = Z(—l)’H‘ [ , } gD (k=i=1)/2,5.

Bizonyitas. Legyen Py(7) = pr.o + pra® + - + prxx” és hatdrozzuk
meg a pi; (1 =0,1,...,k) egyiitthatokat.
Felhasznaljuk az

(z = ¢" ") Pu(qz) = (¢" 2z — ¢" ") Pu(2)
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egyenlGséget. Tehat

(= "V (Pro + Prigr + -+ prrgta®) =
= ("2 — " Y (pro + praz + - + prsa”).

Innen ¢ =1,2,...,k esetben kapjuk

¢ pric1 — " ok = ¢ prio1 — ¢ ok,
vagyis
k—i+1
_q -1 i—k
Pk,i _7qi 1 (—q )pk,i—l'

Ezzel a rekurzios formuléval valamennyi egyiitthatdé meghatarozhato az ab-
szolut tagbol kiindulva. Az abszolut tagot a polinom felirasabol kapjuk meg.

Tehat
_ (_1)qu(k71)/2

Pk,0
és minden ¢ = 1,2,...,k — 2 szamra
k—i+1
S q =1 i | k| kil (ki) (h—i)/2
pa= T [ o _

— k _1\k—i (k—i)(k—i—1)/2

Tovabba py = 1 éS pg -1 = — [k ﬁ J . Ezzel a (4) egyenl@séget igazoltuk.

2. Tétel. Legyen n tetszdleges természetes szam és i olyan egész szam,
hogy 0 <i < n. Akkor

- C\k—i | T k (k—i)(k—i—1)/2 _
) S0 v] 5] o
Bizonyitas. Jeloljiik (5) bal oldalan 4llo Gsszeget a,, ;-vel, akkor
o - k=i [TV T (k=i (k—i—1)/2 _
-] 2]

= S (—1)E [n} [Z - z] gE=ik—i=1)/2 _
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Vegylik észre, hogy ¢ = 0 esetben

S
k=0
Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

ni = [ﬂ nz_: [ ] (=1 gfU=D/2 =

=0

n

(©) ;

an,0

n—1
J

Elegendé belatni, hogy axo =0,k =1,2,...,

- .

ezért a Py (z) polinom értéke x = 1 esetben

k—1

A kapott kifejezést Osszehasonlitva (6)-tal,

z = 1 értékre

El kk—1)2 _
J o] -

k—i]

:| q(kfi)(kfifl)/Q

n

Y (D

k=0

| k(k—1)/2
i

[n )
; ] an—i0, ahol 0 <1i<n.

n esetben. Mivel

] g k—i=1)/2 _

- Ek:(_l)j [’;

} S0/,
=0

kapjuk Py(1) = ago. Viszont

P()=1-1)(1-¢q---(1-¢"")=0.
Tehat ar o= Pr(1) =0, (k=1,2,...,n).
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